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京大 ･基研 根 本 幸 児
こ こ数年 の うち に､ ス ピング ラス (SG) とい う磁性体 の研 究 の一 部分 に､ 階
層構 造 を表 現 す るultrametricityとい う概 念 が現 われて きた｡ ｢ガ ラス的 な様 相
と して系が持 って い る多 様 な準 安定 状 態 が､ 位相 空 間 の中で階層 的 に構成 され て
い る. ｣この よ うな 解釈 ので きるス tf'ンモ デ ルが SGの平 均場 模型 で あ るO .長 の
報告 で は この模 型 か らどの様 に して階 層構 造 がで て くるか を簡 単 に解 説 した い｡
1. は じめ に
s G は､ ラ ンダ ム ス ピン系 の一つ で､ 一 言 で いえ ば､ 正負 の相互 作 用が ラ ンダ
ムに存在す る ス ピ ン系 を指す｡ SGで は､-相 互作 用 の競 合 がそ ここ こに存 在 し､
堺求 不 満 (フ ラス トレー シ ヲIy)を起 こ して い るo aと b､ bと Cの ス ピン間 に
正 (強磁性 的 ) の､ aと Cの間 に負 (反 強 磁 性 的) の相互作用 が あ る場 合 が最 も
簡単 な例 で､ どの様 な ス ピン配 位 を と って も三 つ の相 互作用 エ ネル ギ ーを フル に
得す る ことが で きな い｡ この よ うな フ ラス トレー シ ョンのため､ 低 温 にな って も､
いか な る波 数 の長 距 離秩 序 もで きな い｡ しか し､ 各 々の ス ピンは､ (少 な くと も
測定 時 間内 で は) 自分 の思 う方 向 に ｢凍結｣して い るよ うに見 え る｡ この辺 が S
Gの名前 の 由来 な の だ ろ うが､ 実験 的 に は この ｢凍結｣が余 りに も突 然起 こ るの
で､ 何 か新 しい相 転 移 で はな いか と多 くの理 論 家 の興 味 を引いた｡ そ の成 りゆ き
を こ こに記 す 貴 も力 も筆 者 にはないの で､ レ ビュー を文献 【1]と して挙 げて お きま
す｡
さて､ ガ ラ ス的 様 相 と して考 えて みれ ば､ S G系 には様 々な準安 定 状態 が あ､る
で あ ろ う事 は想 像 に難 くない｡ その動 的性 質 も踏 まえて､ 凍結 の概 念 的描 像 は し
ば しば多重 の谷 構 造 を持 つ 自由 エネル ギー に よ って表 現 され る｡ 即 ち､ 低 温 で は
自由 エ ネル ギー空 間 に殆 ど縮 退 した多 数 の準 安定状 態 が存在 し状 態 が その一 つ に
トラ ップ され て い ろ､ とい う もので あ る｡ この描 像 自体 は もっと も ら しく思 え る
もの で あ るが､ これ を統 計 力学 的 に記 述 す る ことは非常 に困難 で あ る0 S G の統
計理 論 を考 え る上 で 直面 す る問題 は ま さに この点 にあ った とい え るC 例 え ば s G
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の秩 序 変 数 に して も､ ど う設 定 すべ きか は 自明な問 題 で はない｡ SG凍結 を相 転
移 現 象 と して捉 え､ その平 均 場 理論 を最 初 に提 出 したEdvards-Anderson(E A)
は､ とにか く凍結相 では個 々 の ス ピ ンが有 限 の 自己相 関 を持 っ と して
1
(1) qEA = ltilb くくSこ(0)si(t)HJ= くくsLHJ (く'J は ラ ンダ ム平 均)
で定 義 され る秩序変 数 を導 入 した 【2】｡ しか し､ そ の後 の イ シ ン ダ S G の平 均 場模
型 に お け る解 析 によ って､ S G相 は qEAで は十分 に記 述 で きな い こ とが判 明 し (
この模 型 で は SG凍 結が転 移 と して起 こる〔3】)､ 平均 場 の範 囲 で さ.え SG相 の記
述 が煩 雑 な もの とな らざ るを得 な くな った｡ 現在 で は､ 平 均場 模型 の SG相 はPa
risi仮 説 を用 いた レプ リカ法 と呼 ば れ る手 法 (後 述 ) で正 確 に記述 され る と考 え
られ て い るが､ その物理 的背,景 に前 述 の ｢多重谷 構 造｣の描像 が あ るとす る立 場
が支 持 されて い る｡ そ して そ の描像 にた って解析 を進 め る と､ 谷 の構造 が階層 的
にな って い る とい う解釈 にた ど りつ くので あ る｡ この こ とは､ 谷底 の間のあ る種
の距 離 を考 えた と き､ そ の距 離 が平 均 的 にはultranetricにな ってい ることか ら結
論 され た｡ ラ ンダ ム象 にその よ うな構 造 が内在 して い る とい う結論 は驚 くべ き事
か も知 れな い｡ この報告 は ラ ンダム系 の あ る模型 か らそ の準安 定状 態 の階 層 構 琴
を引 き出 した経緯 を概説 す る こ とを主 な 目的 と した い｡
2. UltraTnetricityにつ いて 【4】
ultrametricityとい う語 は, 1944年 につ くられ た そ うで, 数 学辞 典 (第 三 版 )
の索 引 に もでて いな いマ イナ ー な用 語 な のだが, 概 念 は前 世紀 終 わ りか らあ る古
い もの だ そ うであ る｡ 計 量 空 間 (距 離空 間) が超 計 量 的 (ultrametric)であ る とい
うの は､ 与 え られ た距離 βが､ 三角不 等 式 よ りも韓 い
(2) p (C,a)≦Max(p(a.b),p(ら,C))
とい う条件 を満 たす ことを い う｡ この よ うな距離空 間 で は､ す べて の三角形 が斜
辺 よ り大 き くない底 辺を持 つ 二 等辺 三 角形 とな る｡ とい うの は､
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(3) p(a.b)≦ p(b,C)≦ p(C,a)
を仮定 すれ ば､ (2)よ り
(4) p (a,b)≦ p (b.C)= p(C.a)
がでて くるか らで あ る｡ この性 質か ら､ 超 計 丑空 間 は､ 距離 について 階層 性 を持
って い るこ とがわ か る｡
A.aを中心とする rの球は､それに まれる点bを 心とする同一半
弧 aの球 内 の任 意点Cは､ bの球 内の点 で もあるO なぜ な ら､ p (a,C)≦r.
p(a.b)≦rな ので､ p(b,C)≦rがいえ るか らで あ る｡
B.ふたつの球は､共 持たないか､ を完全に むかのどちら
弧 aを中心 とす る半径 rの球 と､ bを中心 とす る半径r'(≦r)の球 に共 有点
Cがあ る とす る｡ p (a,a)≦r≦r'､ p (b.C)≦r'な ので､ p(a.b)≦r'とな って､ a
はbの球 の内 部 にあ る こ とにな る｡ ところが A. よ り､ aの球 はその内 部 の点 の球
に等 しいの で､ 同 じ議論 を適用 すれば結局 aの球 の内部点 はす べてbの球 の内部 に
あ る こ とが結 論 され る｡
この ことか ら､ 空 間 のす べて の点 は入 れ子 構造 をなす球 によ って完 全 に分 類 さ
1
れ る こ とに な る｡ す なわ ち空 間 が階層 的 に構 成 されて い る とい うわ けであ る｡
3. レプ リカ法 に お け るParisiの秩序変数 関 数q(x)
この節以 降 で イ ジ ングSGの平均場 模型 の統計 理論 を概観す る｡ この模 型 は､
1975年 SherringtonとKirkpatrickによ って提 出 され､ sK模型 と呼 ば れて い る
【3]｡ そのハ ミル トニ ア ンは
( 5 ) qTe- -量 ,Jシ SLSj ･ SL=±1
と して与 え られ る｡･ここで Jg はすべ ての ス ピン間 に各 々独立 に与 え られ る平均
0分散 1/ N (N は ス ピン数 ) のガ ウス分 布 に従 うラ ンダム変 数 で あ る｡ SGの
よ うな ランダ ム系 で は､ 多 くの場合 その ラ ンダム性 が クエ ンチ して い る (例 えば
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sGの一 つ の サ ンプルで は ラ ンダムに与 え られた 相 互 作 用 は どの温度 で も不 変 で
あ る) と考 え られ る｡ したが って､ 熟 力学 量､ 例 え ば 自由 エネルギー Fは､ 各 々
の サ ンプルの それ の ラ ンダ ム平均 と して与 え られ るが､ EAは､
(6) -β F=くlogZ',霊 mofくZh,-1)/n･ (β -1/k8T)
とい う等式 を用 い て､ 分 配 関 数 Zを計 算 す る前 に サ ンプ ル平均 を行 うことを考 え
た [2】. 実 際整数 べ き nに おいて は n個 の レプ .)カを用 意 してくZrL〉,･の サ ンプ ル平
均 が計 算で き､ 結 果 と して イ シ ンダSGの平 均場 模 型 で は問題 が レプ リカ ス ピン
間 の有 効ハ ミル トニ ア ン
'7' 悔 い <三･P,q咋SqSp' [ス ピンに依存 しな い項 ] `a･β は レプ リカ指 標)
に変 換 され るo こ こで有 効 相 互 作用 qdPは qdP･-くsdSp〉CB:と して 自 己無 撞 着 に
与 え られ n- 0の極 限で SG秩 序変数 とな るべ き量 で あ る｡ SKは(7)の レプ リカ
対 称 性 か ら､ q も レプ リカ指標 によ らない と仮 定 した が､ その結 果 は低 温 相 で
破 綻 した くこの模 型 で はkBT- 1で SG転移 を起 こす )一〇 そ の原 因 は､ SG相 でq叫P
につ いて の レプ リカ対 称性 が 自発 的 に破 れて い る (R S B) ことにあ る 【5】｡
即 ち､ レプ リカ法 で は S G転 移 は R S Bによ って 特 徴 づ け られ るわ けであ る｡ 実
○ ∫ gl 2.
gl00
3.0 3.03.0
免 0 7-.031.0 3.
れ モLIQ)イさ･l
現 L
際 どの様 な R S Bを と るか で多 くの試行 錯 誤 が
あ ったが､ 現在 最 良 の方 法 と して認 め られ て い
るの がParisiに よ る R S B仮説 で あ る【6】｡ こ
の仮 説 によれば､ qdPは図 1の よ うな入 れ 子構
造 の行列 で表 され､ n- 0の極 限で 秩序 変 数関
数 q(x)(o≦ x≦ 1) た移 行 し､ 自由 エ ネルギ ー は
q(冗)の汎関 数 と して表 現 され る｡ そ の結 果 は少
な くとも物 理 的 な破 綻 を示 さず､ 現 在で は正 し
い記 述 で あ ると信 じ られ て い る｡ そ の物 理 的背
景 に次節 で述 べ る ｢多重 谷 構造｣の描像 との◆対
応解 釈 が あ り､ 仮 想 的 な レプ リカ ス ピンを 用 い
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るこの方法 を正 当 化 す る状 況 証 拠 とな って い る｡
4. ｢多重 谷 構 造 ｣ の描 像 との対応 関 係
各 々 のサ ンプ ル に お け る 自由 エネル ギ ー 空 間 の表 式 と して は､ 各 々 の ス ピ ンの
磁化 の組 tmこ) を 変 数 とす るThoulessらの 自由 エ､ネ ルギー表式 が あ る 【7]o そ の停
留条 件 か ら
'8' mL;tanh l6号{ JLj nJ･一 - 言 β ( 1中 ]
とい う状態 方 程 式 が 得 られ る｡ この方 程 式 は転 移 温度 以 下 でexp(α相)に比 例 す る
解 を持 つ こ とが知 られて い る くαは温 度 の 関 数 【81)｡ 各 々の谷 は無 限 の高 さの障
壁 に囲 まれ て い る の で 【91､ 谷 の極小 点 に対 応 す る状態 を純 粋 状 態 (purestate)と
呼 ぶ こ とたす る と､ S G転移 は位相 空 間 が 多 数 の純 粋状 態 に分 割 す る ことに伴 う
転移 と考 え られ る｡ 純 粋 状 態 は 自由 エ ネル ギ ー的 に はぼ縮 退 して い るので､ 統 計
力学 的 平均 に は複 数 の純 粋 状 態 が参 加 す る こ とを考 慮 しな けれ ば な らない｡ 特 に
秩序 変 数 の計 算 に重 要 とな る量 は純 粋 状 態 間 の重 な りの分 布関 数p(q)で あ る｡
(mチ) を a番 目の純 粋状 態､ FElをそ の 自由 エ ネル･ギ ー とす ればレ




と与 え られ るo q,1♭は 2状 態 間 の オー バ
ー ラ ･yプを表 して.い る｡ レプ リカ法 との
対 応 解 釈 の議 論 に よ れば 【10】､ この分 布
関 数 が Parisiの関 数 q(x)と












と い う関 係 で 結 ば れ る｡ この 関 係 は数 値 解 析 か ら も確 か め られ て い る [9.17.12].
実 際､ 図 2に示 す よ うに そ の 右 辺 を 用 いて (8)の 解 か ら数 値 計 算 され た q(x)(ヒス
トグ ラ ム) は レプ リカ法 に よ る計 算 (曲線 ) とよ く一 致 して い る 【13]｡ ま た 内 部
磁 場 分 布 に対 す る対 応 関 係 に つ いて も､ や は り同 様 な定 量 的一 致 が確 認 され て い
る 【13】｡
さ ら に この対 応 を押 し進 め て 行 く と､ 様 々 な興 味 深 い谷 構 造 の性 質 が予 言 され
る. そ の一 つ が階 層 性 で あ るo q久仇は平 均 的 に は状 態 に よ らず 同 じ値 と考 え られ る
の で､ オー バ ー ラ ップが 大 き い ほ ど距 離 は小 さい｡ そ こで 純 粋 状 態 の 3状 態 間 の
重 な り分 布 関 数 を 考 え､ レプ リカ法 に よ って それ を 計 算 す る と次 の よ うに な る
【14】｡
(13) P3(q.･qユ･q3)≡ <aPb.芝`､ybYc6 (q.-qab)6 (qユ~qらC)6 (qさ~qcR)'J
- IP(qJ)x(ql)6 (qJ-ql)6 (qユー qヲ)
+P(ql)P(ql)0 (ql-ql)6(qぇ-q3)
+P(ql)P(qI)0 (qユー q3)6 (q3-q-)
+P(qヲ)P(ql)0 (qr q-)6 (qJ-ql)I/2
この 分 布 の 意 味 す る と こ ろ は q.≧q2.-qさと そ の置 換 対 称 の領 域 に しか 値 を 持 た な
い と い うこ とで あ る｡ これ は (4)式 と同 じこ とを 意 味 して い る の で､ 平 均 的 に は､
純 粋 状 態 の 集 合 にultrAmetricな距 離 を 定 義 す る こ とがで き る と結 論 す る事 が で き
る｡ 言 い替 え れ ば qを指 榛 とす る階 層 性 を 持 つ と い う こ とで あ る｡ ラ ンダ ム系 に
この よ うな 階 層 性 が 内 在 して い る と は 多 少 驚 くべ き こ とで はあ る｡ た だ この 性 質
はParisi仮 説一に よ る秩 序 変 数 の設 定 に起 因 す る と思 わ れ る ので､ あ る意 味 で は作
意 的 と もい え るか も知 れ な い｡ しか し､ た しか に数 値 解 析 か ら もこの階 層 性 の 存
荏 (ultrametricity)を示 唆 す る結 果 が 得 られ て い る の で 【15】､ 本 質 的 に系 の 持 つ
性 質 で あ る可 能 性 は否 定 で きな い｡■
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5. バ リア の高 さを指標 とす る階層 性
この節 で は､ 準 安 定状 態 が 多 数存 在 す る と きに､ そ こで階層 性 が どの様 に顔 を
出す か を考■ぇ て み る｡ 実 はバ リアエ ネ ルギー に関 して みれ ば次 の よ うに して 階層
構造 を 引 き出す こ とがで きる [16]｡
系 が 各準 安 定状 態 の間 を熟 的 なバ リアホ
ッ ピングに よ って移 り変 わ る こ とを考 えて
み よ う｡ 十 分 低 温 で は､ 状 態 を移 る と き越
えな け れば な らな い最低 のバ リアが実 質 的
な遷 移 過程 を支 配 す ると考 えて よいで あ ろ
う｡ つ ま り､ 自由 エ ネル ギー空 間 にお いて
状 態 間 を結 ぶ経 路 を考 え､ 一 つ の経 路 の中
下♭C_
喝 3
で の最 高 の 自由 エ ネルギー を そ の経 路 の コ
ス トと した 時､ 最 もコス トの低 い経 路 の み を通 して遷 移 が起 こ る と考 え られ る｡
そ こで､ 準 安 定 状 態 とそれ らを結 ぶ最 低 コ ス トの経 路 (ネ ッ トワー ク)だ け を取
り出 してみ るO この よ うに作 られた ネ ッ トワー ク.は一般 に ルー プを持 たな い｡ 今
仮 に a.b,Cの 3状 態 を とって きて､ それ らの間 の最 低 コ ス ト (′ヾ リア) をFAL.
Fbc.Fc`l (FA♭くF♭C,くFcA) とす る
匡1 年
(図 3). と ころが Fclが最低 コ ス トとい う
の は明 らか に間違 い であ る｡ C-a間 を直
接結ぶ 経路 よ りもC-b - aとた ど る経絡
の方 が コス トが低 いか らで あ る｡ した が っ
て (4)によ く似 た F久しくF♭C.:Fc久とい う関係
が成 り立 つ｡ この よ うに ルー プ を持 た ない
ネ ッ トワー クに よ って最 低 コ ス トの経 路 が
表現 されて いれ ば､ 状態 間 の バ リア エ ネル
ギー を木 の グ ラフ くあるい は家 系図 も.ど き)
と して書 くこ とがで きるが､ これ は階層構
造 の表現 に はか な らない 【4.17】｡ この よ う,
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た が って S K模 型 の あ るサ ンプ ル に つ いて T=0に お け る木 構 造 を 表 わ した の が 図 4
で あ る [18]｡ 縦 軸 に エ ネ ル ギ ー が と って あ り､ そ れ･ぞ れ の 下端 に状 態 が ぶ ら下 が
って い る｡ ま た､ 2状 態 間 の距 離 が 離 れ る ほ どそ の あ い だ の バ リア が 高 くな る と
考 え られ るが､ 実 際､ 数 値 解 析 か ら そ の こ とが確 か め られ て お り日8]､ 前 節 で述
べ た よ うに､ オ ー バ ー ラ ップ に関 して も階 層 構造 が 存 在 す る と考 え て もよ さ そ う
で あ る｡
旦._お わ りに_
以 上､ SG-の 平 均 場 模 型 にお け るultrametricityに つ い て概 観 し,た. SGの平
均 場 理 論 に お い て は､ レプ リカ法 に よ って 純 粋状 態 の 統 計 的性 質 を 解 析 で き､ ま
た そ の 階層 構 造 も予 見 す る こ とが で き た｡ 加 えて､ 多 くの 数 値 解 析 もそ れ を支 持
して い るO と い うわ けで､ ラ ンダ ム系 に も豊 等 な構 造 を見 る こ とや亨で き る と い う
こ とが わ か って きた ので あ る. これ か らは､,_この よ うな構 造 が 実 際 の 系 の 振 舞 い
に ど う反 映 さ れ るか が問 題 とな ろ う｡･例 え ば 階層∵性 に付 随 した 無 限 連 続 転 移 の 可
能 性 も一 考 に値 す るで あ ろ う (この 描像 は 以 前 か ら曜 化 一温 度 曲 線 の 履 歴 現 象 の
定 性 的 説 明 に 用 い られ て きた 【19〕)9 ノー一 方 この よ うな 谷 構 造 の 解 析 は動 的 性 質､ノ
特 に緩 和 時 間 の分 布 の解 明 に も重 要 で あ るo 現 在 の と こ.ろ は ス ピ ン糸 車離 れ､ 階
層 性 を 持 つ 空 間 で の 緩 和 が 議 論 され て お り､ べ き関 数､ 引 き延 ば され た指 数 関 数
な ど に従 う長 緩 和 の 可能 性 が 指 摘 され て い る 【20】｡ これ らの議 論 が 準 安 定 状 態 の
構 造 と ど う有 機 的1に結 び つ くか､ 今 後 の進 最 に期 待 され る と こ ろ で あ る｡
ま た､ も ち ろ ん SG問 題 の枠 を越ネ て他 の ラ ンダ ム な締過 を持 つ 系 へ の適 用 も
な され つ つ あ る. 例 え ば､_巡 回 セ ー ル スア ンの 問題 【2日 や グ ラ フ分 割 の問 題 [22】
な ど､ 最 適 化 問 題 に対 す る統 計 力 学 的 考 察 や､ 多 くの 準 安 定 堺 態 を 制 御 した 情 報
検 索 法 の研 究 へ の 適 用 [23]が進 ん で い る. この辺 の 応 周 と問題 意 識 に つ い て は､
文 献 [24]を 参 照 され た い｡
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